Modelo logistico estocastico Descarte de dominios de atraccién

El modelo logistico modela poblaciones con capacidad de carga M y tasa de crecimiento r Usando la FEP, es posible descartar dominios de atraccion debido a los siguientes resultados:

con la ecuacion diferencial e (W)

u

ey(u)

- SiH € D(Hg), se cumple que lim > 0.
u—o°

P'(t) =rP(t)[M — P(t)], P(0) = P,.

- SiH € D(Hy), se cumple que lim > 0.
Se tienen dos soluciones constantes, P(t) = 0 (extincion) y P(t) = M (saturacion). Usando la umwy U
transformacion y(t) = % — 1 se obtiene - Si H € D(Hg), se cumple que L['LTJ,OEHTM =0Siwy =0y ij,’;—(_‘ﬂ =0l wy < oo,
y(®) = ~Mry®l1+y®l, yo=10-1
Las soluciones constantes ahora son y(t) = —1 (extincion) y y(¢) = 0 (saturacién). Sir = 7 + Distribucion Generalizada de Pareto y el Teorema de Pickands - Balkema

n, donde 7, es ruido gaussiano con intensidad o se obtiene el problema de 1t6

_ La distribucion generalizada de Pareto (DGP) esta dada por la funcion
dy, = —Mryt[l + Yt] dt — MUYt[l + Yt] dB;. d ( ) P

Se siguen teniendo las mismas soluciones constantes y si —a2M > 27, y, — —1 Casi . (1 te [x — bD_f_l ££0
seguramente, es decir, la poblacion se extingue en algun momento. Pegop(x) = a b ‘
x —
o5, 6o
exp " §
Planteamiento dondex >bsié=0y0<x< —% + b si & < 0. El Teorema de Pickands — Balkema nos dice
: 9 N : : o ue F € D(H siy solo si existe una funcion positiva y medible a tal que
Si sabemos que la poblacion se extinguira, nos interesa estudiar la distribucion de los 8 (Heap) siy ~ P y a1t q
. o i Lo . . . ) F(x+u) _
tiempos de extincion del modelo logistico estocastico, en particular, el primer tiempo en el lim sup Fay Pe qano(0)| =0
USWF u S

que y;, < € — 1 para ¢ > 0 fijo. Para simular el modelo, usamos el esquema de Milshstein de

» , donde el supremo se toma para x € [0, wp — u). En otras palabras, para u suficientemente
segundo orden dado por la relacion recursiva

_ Ma?(1+ 2yy) Ma?(1 + 2y,)Ni’ grande, F(x + u) » F(W)Pgq,0(x).
Vk+1 = Y — Myr[1 + yi] | T+f — o1+ y )N + 5
donde h es el tamafio de salto y N, son variables aleatorias independientes con distribucion Resultados
N(O, h).
Comparacion de soluciones
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Figura 1. Comparacion de solucion determinista y estocdstica del modelo logistico. Fig. 2 Grdfica de dispersion. Fig. 3 FEP reescalado.
Se trabaja con 100,000 tiempos de extincion simulados con los parametros ¥ = —0.2, 0 = Estimacion de parametro de forma Estimacion de parametro de escala

0.14, M = 20, y, = —0.01y h = 0.01.
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exp (exp [_ a ]) ) 6 =0 Fig. 4 Grdficas de estimacion de pardmetros de la DGP via mdxima log-verosimilitud.
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donde x es tal que1+w>o. Sié>0¢=00¢ <0, laDGVE puede ser
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reparametrizada para obtener las distribuciones Fréchet (Hg), Gumbel (H;) o Weibull (Hy,)
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Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias iid con funcion de distribucion F. Si existen
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constantes a, > 0y b, € R tales que F"(a,x + b,) — H(x), entonces H es una DGVE.
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Definimos entonces el dominio de atraccion maximal de una distribucion H como el conjunto

Fig. 5 Grdficas PP y QQ de los datos sobre el umbral menos dicho umbral comparado al ajuste DGP.

de funciones de distribucion

D(H) = {F | F*(anx + by) — H(x)}

Interpretacion
donde a, >0y b, € R. P

Fig. 2 No se aprecia ningln maximo, por lo tanto, wy = ey se descarta el dominio de
Funcion de excesos promedio atraccion Weibull.

enr(W)

Fig. 3 La FEP reescalada === parece converger a un valor positivo, por lo tanto, se

Dada una variable aleatoria no negativa X, definimos su FEP como
er(w) =EX—u|X>u], F(u >o.
Para calcular la FEP con un conjunto de n muestras, usamos la version empirica dada por

1
enr(u) = T Z X, —w), A,(w) ={k|X,>u} Fig. 5 La linealidad de los puntos en las graficas PP y QQ muestran un ajuste excelente
n KEAL (W)

descarta el dominio de atraccion Gumbel.
Fig. 4 La estimacion del parametro de forma y escala es constante en el extremo izquierdo
de la grafica, entonces se escoge como umbral u = 18.83 el cuantil del 95%.

entre los datos sobre el umbral y la DGP con parametros € = 0.169 y a = 4.652. Como & > 0,
donde e, r(w) = 0si A, (w) = {k | X, > u} = 0.

se refuerza la idea que la distribucion es de dominio de atraccion Fréchet.




